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1. Problema 1: La ecuacion de Fisher-KPP

1.1. Introduccién

Esta secciéon de la tarea tiene como objetivo resolver de forma numérica una ecuacién de
Reaccion-Difusion para la forma de Fisher-IKKPP en una dimensién, utilizando como discretizacion
una implementaciéon propia de los métodos de Crank-Nickolson y Euler explicito. Este problema
serd resuelto con condiciones de borde de Dirichlet y ciertas condiciones iniciales. Para esto, se
define una ecuacién de Reaccién-Difusién de la forma
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Donde R(u) es una funcién de u(t, x) para el caso unidimensional. Se estudiard el caso especifico
R(u) = p - u(l — u), correspondiente a la ecuacion de Fisher-KPP (también conocida como de
Fisher). Se hard una discretizacién del espacio x € (0,1) con aproximadamente N = 500 puntos,
y una cantidad similar (K = 500) para el espacio ¢ € (0,4). También se utilizardan como valores
v = 0.001 y p = 1.5. Ademas, se plantearan las soluciones numéricas para la condicién inicial

w(0,z) = e~ /01,

1.2. Desarrollo

Primero, es necesario discretizar la EDP para poder resolverla numéricamente, por lo que se
utiliza el método explicito en los términos du/0t y u - u(l — wu). Este método reemplaza u(t,, xy)
por T}' y Ou/0t por (T£+1 —1T7') /€, donde € es el tamano de la discretizacién, en este caso, = 0.008.
Ademas, se discretiza el laplaciano de x con el método de Crank-Nickolson, que utiliza un promedio
entre la discretizacién explicita y la implicita. Luego, la ecuacién 1 resulta
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Ademés, Se define r = ey/(2h?) y s = ep. Reordenando los términos tal que los evaluados en
tn+1 queden a un lado y los evaluados en ¢, al otro, es posible crear una ecuacién para cada término
Tg“, conociendo los términos 1", evaluados en t,,. Escribiendo el problema de forma matricial, y

considerando que los bordes de la grilla son (T = 1,7 = 0,7 = e*xi/o'l), se obtiene


https://en.wikipedia.org/wiki/Reaction%E2%80%93diffusion_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Fisher%27s_equation
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Donde By = r1}! | +rT} | +(1-2r)T;}+sT (1-1T}) son términos evaluados en t,, ya conocidos.
Para una mayor eficiencia, se utilizaron las matrices csc_matrix del médulo scipy.sparse. Estas
matrices permiten un calculo mas eficaz cuando existe una gran cantidad de ceros en las columnas
de la matriz. Resolviendo el problema matricial de la ecuacion 3, se obtiene
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Figura 1: Espectro de la solucién numérica a la ecuaciéon 1 de forma Fisher-KPP con condiciones
de borde e iniciales u(t,0) = 1,u(t,1) = 0,u(0,x) = e—z2/0.1

La Figura 1 muestra la evolucién temporal de los valores de x. La solucién se muestra como un
pulso que viaja hacia el x positivo, levantando los valores a su izquierda y estabilizandolos en x = 1.
Esto se podria interpretar como una poblacién creciendo hacia la derecha, y estabilizdndose en una
densidad poblacional de 1 por unidad de largo. Una mayor densidad implicaria menos recursos para
cada individuo, lo que genera la difusion de los individuos, esparciéndose por la recta. Una menor
densidad indica que la poblacién puede crecer. Las condiciones de borde limitan la solucién, pues
por la izquierda siempre habra individuos, y por la derecha siempre moriran o desapareceran.

Por otro lado, la Figura 2 muestra con més claridad la forma de la solucién para cada tiempo. La
solucién deja eventualmente de ser una gaussiana, pues las condiciones de borde rigidas provocan
un aumento de u(t,z) en x pequenos, mientras que en los puntos cercanos a © = 1 se acerca mas
rapidamente al cero. Como p es hartas veces mas grande que 7y, es mas notorio el término de
reaccién pu(l — u) que la difusién. Esto podria provocar que u se difunda menos en el espacio y
alcance a viajar por el eje x antes de estabilizarse.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/sparse.html
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Figura 2: Grafica de lineas de la solucién para 10 tiempos equidistantes.

1.3. Discusion y Conclusiones

En conclusién, fue posible discretizar las ecuaciones de Reaccién-Difusién para las forma de
Fisher-KPP utilizando métodos en parte implicitos y en parte explicitos. Las soluciones pueden
ser encontradas resolviendo un sistema matricial de dimensiones dependientes del tamano de la
discretizacién y los limites de la solucién. Este problema obtiene el estado del sistema para un
tiempo siguiente, por lo que se itera multiples veces a lo largo de los t,,.

No es necesaria una discretizacién temporal muy pequena, pues el método de Crank Nickol-
son es incondicionalmente estable. Ademds, aumentar el nimero de intervalos temporales casi no
modificaba el valor de la solucién, por lo que se puede establecer que esta es suficientemente precisa.

Se obtuvo una solucién equivalente a una especie de pulso viajero, que cambiaba de forma hasta
estabilizarse. Este pulso era limitado por las condiciones de borde, y alcanzaba la estabilidad en
u = 1. Si se dejaba por un tiempo més largo, eventualmente quedaba una solucién estacionaria,
que se mantenia en 1 a lo largo de x hasta puntos cercanos a x = 1, donde decrecia rapidamente
hacia 0. Esto puede interpretarse como una solucién para du/0t = 0.



2. Parte 2: La ecuacion de Newell-Whitehead-Segel

2.1. Introduccion

En esta seccién se estudi6 la ecuacién correspondiente al término R(u) = pu(1 — u?), denomi-
nada ecuacién de Newell-Whitehead-Segel. Se utilizé una discretizacién similar a la parte anterior,
utilizando un esoacio x € (0,1) y t € (0,4), con aproximademente 500 puntos equidistantes cada
uno. Se establecieron los mismos valores de v = 0.001 y u = 1.5, pero se utilizaron condiciones
de borde e iniciales distintas. Estas son u(¢,0) = u(¢,1) = 0 y u(0,z) una distribucién aleatoria
uniforme de minimo -0.3 y maximo 0.3.

Ademas, se estudiaron los puntos criticos de la ecuacion, y se evalud su estabilidad con respecto
al tiempo. Se plantearon algunas soluciones para distintas condiciones iniciales aleatorias, y se
concluyé a partir de ello.

2.2. Desarrollo

Esta ecuacion presenta como puntos de equilibrio v = 0,—1,1. El punto u = 0 es inestable,
mientras que u = +1 es estable. Esto ocurre pues la parte de reacciéon pu(l — uQ) posee ceros en
u=0,—1,1, sin embargo, OR/0t = u(1 — 3u?)0u/0t, que para u = +1 es de signo opuesto a du/dt,
y para u = 0 del mismo. Luego, los u cercanos a 0 se alejan de él, mientras que los u cercanos a +1
se acercan mas.

La discretizacién del espacio y el tiempo es similar a la parte anterior, pues tinicamente cam-
bian los términos de la reaccién, lo que involucra a los B}, el lado derecho de la ecuacién ma-
tricial. Si se discretiza la reaccion de forma explicita tal que u(t,,zy) = T}, se obtiene (3), pero
By =Ty + T 4 (1= 2r)T + sTj(1 — (T})?). Ademés, este problema tiene unas condiciones
de borde rigidas, con T = 0,T% = 0. Sin embargo, para este caso se plantearon unas condiciones
iniciales aleatorias, utilizando el médulo random de numpy. La funcién uniform entrega niimeros de
una distribucién de probabilidad uniforme, acordes a una semilla previamente asignada. Estos ni-
meros son pseudo-aleatorios, pues son creados por computador, pero emulan de buena manera una
distribucién aleatoria. Con esto, se escoge 7 =numpy.random.uniform(low=-0.3, high=0.3,
size=K).

Se puede ver en la Figura 3 cémo la solucién tiende a 1 o -1 mientras avanza el tiempo, depen-
diente de qué tan positivos o negativos son los valores de T,? en un intervalo espacial. Al contrario
de el Problema 1, no se produce un pulso viajero, sino que se suavizan las irregularidades iniciales,
las cuales tienen unicamente a 1 o -1. Esta polarizaciéon ocurre a lo largo del tiempo, y no ocurre
ninguna difusién. Esto puede también deberse a la diferencia entre v y u.


https://doi.org/10.1017/S0022112069000176
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generated/numpy.random.uniform.html
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Figura 3: Espectro de la solucién al problema aleatorio con numpy.random.seed (420). Las irregu-
laridades iniciales son aumentadas y suavizadas conforme avanza el tiempo.

Por otro lado, se modificaron las condiciones iniciales del problema, estableciendo diferentes
semillas aleatorias. Esto resulté en
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Figura 4: Solucién a la ecuaciéon de Newell-WS con condiciones iniciales aleatorias para distintas
semillas y condiciones de borde nulas.

Se desprende de la Figura 4 que la soluciéon cuando t — oo depende fuertemente de las con-
diciones iniciales. Pequenas irregularidades positivas provocaran una tendencia a u = 1, mientras
que las negativas hacia u = —1. Una vez se polariza x, se llega a la estabilidad.

2.3. Discusiéon y Conclusiones

La solucién a la ecuacién de Newell-WS con condiciones iniciales aleatorias producia una po-
larizacion del eje x, basado en pequenas iregularidades iniciales. Es decir, el valor de u(t — oo, x)



depende fuertemente de las condiciones iniciales, y las leves tendencias que existian hacia el eje
positivo o negativo en un intervalo. Ademas, la ausencia de una difusiéon puede ser explicada por el
bajo valor de 7y con respecto a p. Al contrario de Fisher-KPP, esta ecuacion permite una estabilidad
en u = —1, lo que causa la polarizacién a lo largo del tiempo.

La solucién tiende a estabilizarse en el tiempo, por lo que du/dt — oo. Los valores de u(t —
00, ) tienden a 1 0 -1, y se alejan del 0, tal como lo previsto en el andlisis de estabilidad. La solucién
no cambiaba en mayor cantidad al disminuir la cantidad de intervalos temporales, por lo que se se
desprende que esta solucién es precisa.

Las ecuaciones de Reaccién-Difusién, al ser una extension de la ecuacién de calor, poseen ain
mas propiedades, y son capaces de describir una gran cantidad de fenémenos naturales. El estudio
tanto numérico como analitico de éstas es fundamental para comprender y predecir de mejor manera
los fendémenos fisicos que nos rodean. Los métodos numéricos para resolver estas ecuaciones son
muy utiles a la hora de aproximar soluciones para ellas. Estos son muy poderosos, pues permiten
entender el comportamiento de EDPs cuya solucién real es o desconocida, o muy dificil de trabajar
con papel y lapiz.
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